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Abstrak 
Pengeringan merupakan unit operasi yang penting dalam 
bidang pengawetan hasil pertanian atau bahan olahan hasil 
pertanian. Pengeringan biji-bijian dengan temperatur rendah 
sangat bergantung dengan iklim suatu daerah. Dengan proses 
yang lambat, proses pengeringan memerlukan biaya yang besar 
dan sulit. Model matematika dalam masalah pengeringan biji-
bijian diformulasikan ke dalam bentuk sistem persamaan 
diferensial parsial orde satu.  
Dalam tugas akhir ini akan dikaji mengenai 
perbandingan metode numerik dalam penyelesaian model 
pengeringan suhu  rendah. Metode numerik yang digunakan 
adalah metode beda hingga skema implisit, metode beda hingga 
skema eksplisit, dan Method of Lines (MOL). Masing-masing 
metode diuji kestabilannya menggunakan kriteria kestabilan von 
Neumann. Indikator perbandingan adalah kestabilan, dan galat. 
Hasil yang diperoleh dalam simulasi, MOL adalah metode yang 
terbaik untuk menyelesaikan model yang dikaji. 
Kata Kunci : Metode Beda Hingga Skema Implisit, Metode 
Beda Hingga Skema Eksplisit, Method of Lines 
(MOL), Kriteria Kestabilan von Neumann 
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Abstract 
Low temperature drying of grain, depends strongly on the 
climate. Being a slow process, drying prosess are costly and 
difficult. The mathematical models in case of grain drying is 
formulated in first-order partial differential equation system. 
In the final project will be discussed comparison of 
numerical method in grain drying model solution with low 
temperature. Numeric methods are applied that is implicit finite 
difference method, explicit finite difference method, and method 
of line (MOL). Each method tested the stability by von Neumann 
criterion. Indicator such as stability and error. The results 
indicated that Method of Lines was the most adequate to solve the 
drying models. 
Key Words : implicit finite   difference method, explicit finite 
difference method, Method of Lines (MOL), von 
Neumann stability criterion  
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BAB I 
PENDAHULUAN 
Pada bab ini, dijelaskan mengenai hal-hal yang 
melatarbelakangi munculnya permasalahan yang dikaji dalam 
laporan Tugas Akhir ini, yaitu tentang perbandingan metode-
metode numerik dalam solusi model pengeringan suhu rendah. 
Selanjutnya dijabarkan pula batasan dari permasalahan untuk 
mendapatkan tujuan yang diinginkan, serta manfaat apa yang 
dapat diperoleh dari penulisan laporan Tugas Akhir ini. 
1.1 Latar Belakang 
Pengeringan produk-produk agrikultur dapat diartikan 
sebagai proses dimana kandungan air (kadar kelembaban) 
direduksi/diturunkan menuju ke level/tingkatan tertentu yang 
diiringi dengan pemeliharaan yang berlangsung lama dan 
terkendali berlandaskan teknik ekonomi dan menerapkan teori 
evaporasi. Pengeringan dapat juga diartikan sebagai sebuah reaksi 
antara panas dan proses transfer massa antara udara pengering 
dengan produk yang dikeringkan[1]. 
Pengeringan produk agrikultur, dalam hal ini adalah 
pengeringan biji-bijian, dilakukan dengan menggunakan 
temperatur tinggi. Temperatur yang digunakan bervariasi, namun 
yang pasti, pengeringan dengan temperatur tinggi hampir selalu 
menggunakan temperatur lebih dari 50oC. Terdapat pengaruh 
yang signifikan jika pengeringan biji dilakukan dengan 
menggunakan temperatur tinggi. Beberapa dampak yang nampak 
adalah lapisan luar biji-bijian menjadi sangat kering, turunnya 
gradien air dalam biji yang menyebabkan tekanan mekanis, yang 
pada akhirnya menyebabkan biji-bijian menjadi rusak, dengan 
kata lain kandungan nutrisi di dalamnya juga berkurang. 
Terdapat dua teknik pengeringan biji-bijian. Yaitu 
pengeringan dengan temperatur tinggi (High Temperature 
Drying) dan pengeringan dengan temperatur rendah (Low 
Temperature Drying) atau Natural Drying. Low Temperature 
Drying (LTD) pada umumnya menggunakan suhu lingkungan[2]. 
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Tidak seperti HTD, LTD menggunakan temperatur alami, 
sehingga proses pengeringan biji memakan waktu yang lama, dan 
sangat memperhatikan kondisi lingkungan, dimana lingkungan 
sangat mempengaruhi proses pengeringan. 
Pada penelitian sebelumnya yang berjudul “Mathematical 
modelling of low temperature drying of maize: Comparison of 
numerical methods for solving the differential equations” yang 
ditulis oleh Martinello, M.A., Munoz, D.J., dan Giner, S.A., 
menunjukkan hasil Method of Lines (MOL) merupakan metode 
terbaik bila dibandingkan dengan metode beda hingga Implisit 
dan Implisit dalam bidang pengeringan suhu rendah di wilayah 
Argentina. 
Merujuk pada penelitian sebelumnya, dalam Tugas Akhir ini 
akan dikaji mengenai perbandingan metode-metode numerik dari 
solusi model pengeringan suhu rendah. Metode yang digunakan 
adalah metode beda hingga skema Implisit, metode beda hingga 
skema Eksplisit, dan Method of Lines (MOL). Simulasi numerik 
model persamaan ini disimulasikan menggunakan MATLAB. 
 
1.2 Rumusan Masalah 
Melihat latar belakang permasalahan yang ada, maka 
rumusan masalah dalam Tugas Akhir ini adalah: 
1. Bagaimana penyelesaian model pengeringan suhu rendah 
dengan menggunakan metode numerik? 
2. Bagaimana analisis hasil yang diperoleh dari studi 
perbandingan metode-metode numerik dalam 
menyelesaikan model? 
3. Bagaimana kestabilan masing-masing metode numerik 
yang digunakan untuk menyelesaikan model pengeringan 
suhu rendah? 
 
1.3 Batasan Masalah 
Permasalahan yang dikaji dalam Tugas Akhir ini dibatasi 
ruang lingkupnya, yaitu: 
1. Aliran udara yang melewati papan pengeringan 
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diasumsikan seragam (uniform). 
2. Pengeringan bersifat adiabatik (panas yang melewati 
dinding pengeringan diabaikan). 
3. Penyusutan biji-bijian selama proses pengeringan 
diabaikan dan kerapatan massa papan pengeringnya 
diasumsikan seragam. 
4. Konduksi panas antar biji-bijian diabaikan 
5. Air dalam biji mengalami evaporasi selama proses 
desorpsi dan masuk ke dalam aliran udara sebagai uap air 
dalam temperatur biji. 
6. Biji-bijian yang dimaksud dalam Tugas Akhir ini adalah 
biji jagung. 
 
1.4 Tujuan 
Tujuan dalam penulisan laporan Tugas Akhir ini adalah: 
1. Mengkaji model pengeringan suhu rendah dan 
mendapatkan solusi numeriknya, 
2. Menganalisis hasil studi perbandingan metode-metode 
yang digunakan dalam menyelesaikan model pengeringan 
suhu rendah. 
 
1.5 Manfaat 
Manfaat dari penulisan laporan Tugas Akhir ini adalah: 
1. Mendapatkan solusi numerik dari pengeringan suhu 
rendah. 
2. Mendapatkan hasil analisis dari studi perbandingan 
metode-metode numerik dalam solusi pengeringan suhu 
rendah. 
1.6 Sistematika Penulisan 
Sistematika penulisan laporan Tugas Akhir ini adalah 
sebagai berikut: 
BAB I PENDAHULUAN 
Pada pada ini dijelaskan gambaran umum dari 
penulisan Tugas Akhir. Bab ini meliputi Latar 
Belakang, Rumusan Masalah, Batasan Masalah, 
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Tujuan, Manfaat dan Sistematika Penulisan. 
 
BAB II TINJAUAN PUSTAKA 
Bab ini berisi materi-materi yang mendukung 
penulisan laporan Tugas Akhir, antara lain Model 
Pengeringan suhu rendah, metode beda hingga 
skema implisit, metode beda hingga skema 
eksplisit, Method of Lines (MOL), matriks 
tridiagonal, dan kriteria kestabilan von Neumann. 
BAB III METODE PENELITIAN 
Pada bab ini dijelaskan tentang langkah-langkah 
dan metode yang digunakan dalam penulisan 
laporan Tugas Akhir ini. 
BAB IV ANALISIS DAN PENJABARAN 
Pada bab ini dijelaskan dan diuraikan hasil 
analisis dan pembahasan laporan Tugas Akhir ini. 
Meliputi penyelesaian numerik model 
pengeringan suhu rendah dengan menggunakan 
metode beda hingga skema implisit, metode beda 
hingga skema eksplisit, Method of Lines (MOL), 
analisis kestabilan von Neumann, simulasi model 
pengeringan suhu rendah menggunakan 
MATLAB, dan studi perbandingan metode-
metode numerik dalam penyelesaian model 
adalah berdasarkan kestabilan dan analisis galat. 
BAB V KESIMPULAN 
Bab ini berisi simpulan yang diperoleh dari 
analisis  dan pembahasan di bab sebelumnya 
serta saran yang diberikan untuk pengembangan 
Tugas Akhir ini. 
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BAB II 
TINJAUAN PUSTAKA 
Pada bab ini akan diuraikan mengenai model pengeringan 
suhu rendah, metode beda hingga skema implisit, metode beda 
hingga skema eksplisit, Method of Lines (MOL), matriks 
tridiagonal dan kriteria kestabilan von Neumann. 
2.1 Model Pengeringan Suhu Rendah 
Pengeringan merupakan unit operasi yang penting dalam 
bidang pengawetan hasil pertanian atau bahan olahan hasil 
pertanian. Pengeringan yang paling umum adalah dengan 
menjemur pada terik panas matahari. Cara ini merupakan cara 
yang paling mudah, murah dan konvensional. Namun cara 
pengeringan seperti ini mempunyai banyak kelemahan bila 
dioperasikan pada skala besar terutama masalah kebersihan 
(higien) dan ketergantungan pada ada atau tidaknya cahaya 
matahari. 
Dalam proses pengeringan harus diketahui terlebih dulu 
mengenai karakteristik material yang akan dikeringkan, seperti 
koefisien perpindahan panas, konduktifitas, dan karakteristik 
lapisan penyusun butiran. 
Pengeringan dengan suhu tinggi (High Temperature Drying) 
dapat menyebabkan butiran biji menjadi rusak karena pada 
umumnya biji-bijian hasil pertanian tidak tahan terhadap suhu 
tinggi (Heat sensitive). Oleh karena itu sangat dianjurkan 
pengeringan biji-bijian dilakukan dengan menggunakan 
temperatur rendah yaitu menggunakan suhu dibawah 1000C.[3] 
 Model pengeringan biji-bijian dengan temperatur rendah 
diformulasikan ke dalam sistem persamaan berikut[2] 
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Dalam keadaan steady state, persamaan bed pengering, 
dengan kesetimbangan massa udara dalam benda padat adalah[2] 
  
  
  
   
   
 
Kesetimbangan massa dari uap air dalam udara yang terdapat 
dalam biji diberikan oleh persamaan berikut[2] 
   
  
  
       
Sedangkan laju pengeringan dinyatakan dalam[2] 
   
   
  
( 
  
  
) 
Besarnya nilai awal  kandungan kelembaban dalam biji adalah[2] 
    
   
    
 
 Model pengeringan biji dilengkapi dengan persamaan 
keseimbangan energi biji dalam wujud padat[2], yaitu 
   
  
 
 
      
         )      ) 
 Sistem pengeringan ini, berada dalam kondisi setimbang 
termal, dimana temperatur udara dan temperatur benda adalah 
sama. Dengan menerapkan asumsi kesetimbangan termal ini, 
maka dapat dikatakan bahwa      , sehingga        . 
Sehingga diperoleh 
      
   
  
    (
  
  
)         (
   
  
) 
 Untuk menghitung laju pengeringan (  ) di setiap waktu 
dan posisi di bed pengering, diberikan persamaan thin layer[2] 
(2.3) 
(2.4) 
(2.5) 
(2.6) 
(2.7) 
(2.1) 
(2.2) 
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        ) 
(    )     
Dimana K dan N adalah parameter, yang nilainya: 
                 (
   
 
   ) 
                  
 Dengan mendiferensialkan persamaan (2.8) terhadap waktu 
dan disubstitusikan ke persamaan (2.4), didapat 
   
   
  
        ) 
(    )     
 Kalor pengeringan, direpresentasikan pada pengeringan 
dasar biji-bijian dan udara. Berdasarkan fungsi kadar kelembaban 
dan kelembaban[2], didapatkan: 
              
              
Dengan: 
    : kalor spesifik biji 
    : kalor spesifik udara 
    : kalor spesifik air dalam bentuk likuid      J kg
-1 K-1 
     : kalor spesifik biji kering       J kg
-1 K-1 
     : kalor spesifik udara kering       J kg
-1 K-1 
    : kalor spesifik air dalam bentuk uap       J kg
-1 K-1 
 
 Hubungan antara kadar kelembaban dan kelembaban relatif 
di keadaan setimbang, digunakan modifikasi persamaan Chung-
Pfost, dengan parameter         [2]. 
    
 
     
  ( 
      )       )
  
) 
Dengan: 
          
         
          
 Kalor laten yang digunakan untuk menyerap air dalam biji 
   ) dihitung dengan menggunakan persamaan[2] 
(2.8) 
(2.9) 
(2.10) 
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                     ) 
 Nilai awal dan syarat batas yang diperlukan untuk 
menyelesaikan persamaan ini adalah: 
Nilai Awal: 
      )      
     )     
Syarat batas: 
     )         
      )          
 
2.2 Metode Beda Hingga 
Definisi 1 [4] : 
 Persamaan diferensial parsial adalah suatu persamaan yang 
mengandung satu atau lebih derivatif parsial dari suatu fungsi 
dari dua atau lebih variabel bebas. 
Sebuah persamaan diferensial apabila didiskritisasi dengan 
metode beda hingga akan menjadi sebuah persamaan beda. Jika 
persamaan diferensial mempunyai solusi eksak      ), maka 
persamaan beda akan mempunyai solusi hampiran  (     ). 
Ide dasar dari metode beda hingga adalah penggantian 
derivatif atau turunan parsial yang diperoleh dari ekspansi deret 
Taylor di dekat titik yang diekspansikan[5]. Jika diberikan fungsi 
     ), maka derivatif parsial terhadap   adalah 
      )
  
        
        )      )
  
 
        )      )
  
  
untuk nilai    yang kecil, dengan menggunakan ekspansi deret 
Taylor di titik     ) nilai         ) menjadi 
        )       )  
      )
  
        ) ) 
Berdasarkan ekspansi deret Taylor, pendekatan beda maju, beda 
mundur dan beda tengah untuk turunan pertama orde pertama 
adalah 
beda maju 
      )
  
 
        )      )
  
     ) 
beda mundur 
      )
  
 
     )         )
  
     ) 
(2.11) 
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beda mundur 
      )
  
 
        )         )
   
 
sedangkan pendekatan beda hingga tengan untuk turunan kedua 
       )
   
 
        )       )         )
   ) 
      ) )  
 Dari ekspansi deret Taylor ini, didapatkan Pendekatan 
Persamaan diferensial Parsial (PDP) dengan metode beda hingga. 
Jika diberikan fungsi      )Pendekatan menggunakan beda 
maju, beda mundur, beda tengah derivatif pertama dan kedua 
terhadap   dan   adalah sebagai berikut 
Beda maju 
  
  
 
           
  
, 
  
  
 
           
  
 
Beda mundur 
  
  
 
           
  
, 
  
  
 
           
  
 
Beda tengah 
  
  
 
             
   
, 
  
  
 
             
   
 
Dan untuk derivatif kedua 
   
   
 
(
           
   
           
  )
  
 
                   
   
 
 
 Terdapat beberapa skema untuk metode beda hingga, 
antara lain beda hingga skema implisit dan implisit, Crank-
Nicholson, Leap-frog, upwind implisit, upwind eksplisit, DuFort-
Frankel, Empat Titik Freissmann dan lain-lain. Namun dalam bab 
ini hanya diuraikan tentang metode beda hingga skema implisit 
dan eksplisit saja. 
2.2.1 Metode Beda Hingga Skema Implisit 
Pada skema Implisit, ruas kanan dari persamaan yang 
didiskritkan, ditulis pada waktu ( )      yang nilainya belum 
diketahui[5]. Gambar berikut menunjukkan skema implisit. 
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Gambar 2.1 Beda Hingga Skema Implisit 
 
Jika diberikan persamaan 
    
  
      
 
  
, maka dengan menggunakan beda hingga skema 
eksplisit, 
  
      
 
  
   
    
       
        
   
   ) 
  
Dengan    
  
   ) 
 
 
2.2.2 Metode Beda Hingga Skema Eksplisit 
Pada skema eksplisit, variabel pada waktu     dihitung 
berdasarkan variabel   yang sudah diketahui. Dengan 
menggunakan skema seperti pada gambar, fungsi variabel pada 
sebuah fungsi dan turunannya dalam ruang dan waktu didekati 
oleh skema berikut 
 
Gambar 2.2 Beda Hingga Skema Eksplisit 
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Jika diberikan persamaan 
    
  
      
 
  
, maka dengan menggunakan beda hingga skema 
eksplisit, 
  
      
 
  
   
    
     
      
 
   ) 
  
Dengan    
  
   ) 
 
 
2.2.3 Method of Lines 
Method of Lines (MOL) adalah salah satu teknik untuk 
menyelesaikan persamaan diferensial parsial. Metode ini sering 
digunakan untuk merekonstruksi atau menganalisis metode-
metode numerik untuk persamaan diferensial parsial yang 
diproses melalui diskritisasi pertama dari turunan spasial dan 
tidak memperhatikan kekontinuan variabel waktu[6]. Jika 
diberikan fungsi  , maka diskritisasi dengan metode garis yaitu 
   
       
  
 
Secara umum, langkah-langkah untuk menerapkan MOL 
dalam sebuah persamaan adalah sebagai berikut[7]:  
1. Mempartisi daerah penyelesaian dalam area pemotongan 
2. Mendiskritisasi persamaan ke dalam satu koordinat arah 
3. Mentransformasi untuk memperoleh persamaan diferensial 
biasa yang dipisahkan 
4. Mentransformasi invers dan memasukkan kondisi batas 
5. Mendapatkan solusi dari persamaan 
 
Jika diberikan persamaan adveksi         , dimana 
dalam ilmu Fisika,   adalah kecepatan linear, maka untuk 
mengilustrasikan prosedur penggunaan MOL dalam sebuah PDP, 
diperlukan definisi turunan spasial   . Dengan menggunakan 
definisi MOL, dimana 
   
       
  
 
dengan   adalah indeks penentuan nilai diskret sepanjang grid  . 
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Untuk nilai terkecil di sisi kiri  ,    , dan nilai terbesar di sisi 
kanan,    .  Dengan kata lain grid di dalam   mempunyai   
titik. Sehingga dikatakan bahwa diskritisasi persamaan Adveksi 
menggunakan MOL adalah 
   
  
 
       
  
          
Diskritisasi persamaan adveksi menggunakan MOL, 
menghasilkan satu variabel bebas, yaitu variabel  . Dengan 
sejumlah   titik di dalam grid  , persamaan di atas 
merepresentasikan sebuah sistem dengan sejumlah   Persamaan 
Diferensial Biasa (PDB) 
 Transformasi persamaan adveksi (PDP) menjadi sistem 
Persamaan Diferensial Biasa (PDB), mengilustrasikan penerapan 
MOL untuk menyelesaikan Persamaan Diferensial Parsial, atau 
yang dinamakan pemindahan turunan spasial. 
 Pada persamaan adveksi di atas, mempunyai nilai awal dan 
syarat batas sebagai berikut 
       )     ) 
       )     ) 
 Transformasi persamaan adveksi di atas menjadi sistem 
PDB. Sehingga untuk nilai awal dan syarat batas menjadi 
        )      ) 
        )      ) 
 Jika PDP dapat diselesaikan secara analitik, maka akan 
menghasilkan solusi analitik dengan sejumlah   fungsi, yaitu 
    )     )       )     ) 
 
2.3 Matriks Tridiagonal 
Matriks Tridiagonal adalah sebuah matriks persegi dengan 
unsur nol hanya pada diagonal dan slot horizontal atau vertikal 
yang berdekatan diagonal (yaitu, sepanjang subdiagonal dan 
superdiagonal)[8]. Jika   adalah matriks berukuran    , maka 
matriks   dinamakan matriks tridiagonal jika        kapanpun 
      atau      . Matriks tridiagonal   diberikan sebagai 
berikut 
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(
 
 
 
 
 
 
 
                 
                    
                    
           
                        
           
                             
                           
                 )
 
 
 
 
 
 
 
 
Langkah-langkah untuk mendapatkan matriks tridiagonal 
yaitu 
1. Mengubah PDP menjadi persamaan beda, yaitu 
diskritisasi PDP menggunakan pendekatan metode beda 
hingga 
2. Memasukkan nilai   dan  , dengan   dan   adalah indeks 
penentuan nilai diskrit sepanjang koordinat   dan   
3. Membentuk Sistem Persamaan Linear (SPL) 
 
2.4 Kriteria Kestabilan von Neumann 
 Dalam analisis numerik, uji kestabilam von Neumann adalah 
sebuah metode yang digunakan untuk menguji kestabilan skema 
beda hingga yang diaplikasikan pada persamaan diferensial 
parsial linear. Stabilitas numerik sangat erat kaitannya dengan 
galat numerik. Sebuah skema beda hingga dikatakan stabil jika 
galat yang terjadi pada satu perhitungan time step tidak 
menyebabkan peningkatan galat pada komputasi selanjutnya. 
Sebaliknya, jika galat terus bermunculan, maka solusi mengalami                                  
penyimpangan dan dikatakan tidak stabil. 
 Jika berikan persamaan beda                  , maka 
untuk menguji kestabilan PDP, disubstitusikan      
      ke 
dalam persamaan. Sedemikian hingga dicari nilai  , dengan   
dinamakan faktor amplifikasi. Persamaan beda hingga dikatakan 
stabil jika memenuhi kondisi | |   . 
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BAB III 
METODE PENELITIAN 
 
Metode penelitian yang digunakan untuk menyelesaikan 
permasalahan dalam Tugas Akhir ini adalah sebagai berikut: 
3.1 Langkah Pengerjaan 
1. Studi Literatur 
Studi literatur mengenai model pengeringan biji-bijian 
dengan temperatur rendah, mempelajari tentang metode 
numerik yang digunakan dalam menyelesaikan model, studi 
kestabilan metode numerik yang digunakan dalam 
menyelesaikan model, studi tentang analisis galat. Konsep-
konsep ini didapat dari buku-buku literatur, jurnal, paper, 
prosiding, maupun artikel dari internet. 
2. Menyelesaikan model dengan Metode Numerik 
Terdapat tiga metode numerik yang digunakan dalam 
menyelesaikan model. Metode tersebut adalah metode beda 
hingga skema implisit, metode beda hingga skema eksplisit, 
dan Method of Lines (MOL).  
3. Menganalisis Kestabilan masing-masing Metode 
Menganalisis kestabilan masing-masing metode 
dilakukan dengan cara menerapkan kriteria kestabilan von 
Neumann. 
4. Simulasi 
Pada tahap ini, sistem persamaan diselesaikan dengan 
menggunakan MATLAB, dengan langsung mendefinisikan  
parameter-paramater yang telah diketahui beserta syarat-
syarat yang diperlukan dalam menyelesaikan sistem 
persamaan. Langkah-langkah dalam tahap ini yaitu 
a. Menginputkan nilai parameter yang diketahui 
b. Menginputkan nilai panjang awal   , panjang akhir   , 
waktu awal    dan waktu akhir    
c. Memasukkan nilai    dan   , yaitu    ,    ,    , 
   ,     dan    . 
d. Membentuk matriks tridiagonal 
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e. Plot grafik kadar kelembaban ( ) 
5. Analisis Hasil Simulasi 
Pada tahap ini, penulis melakukan analisis terhadap hasil 
yang diperoleh dari simulasi yang meliputi 
a. Nilai kadar kelembaban ( ) dan suhu (  ) di setiap 
   dan    yang diberikan 
b. Kestabilan masing-masing metode yang digunakan, 
yaitu kestabilan metode beda hingga skema 
Implisit dan Implisit, dan Method of Lines (MOL) 
c. Plot grafik dari nilai kadar kelembaban ( ) 
6. Studi Perbandingan Metode Numerik 
Dalam tahap simulasi tidak hanya menyelesaikan sistem 
persamaan menggunakan satu metode. Namun ada tiga 
metode yang digunakan sehingga masing-masing metode 
menghasilkan hasil yang berbeda. Pada tahap ini, ketiga 
metode yang digunakan akan dibandingkan dengan parameter 
pembandingnya adalah kestabilan dan galat. 
7. Penarikan Kesimpulan dan Saran 
Pada tahap ini dilakukan penarikan kesimpulan mengenai 
perbandingan metode-metode numerik dalam solusi model 
pengeringan dengan suhu rendah. Selanjutnya diberikan saran 
yang dapat digunakan sebagai referensi untuk penelitian 
selanjutnya. 
 
3.2 Diagram Alur Penelitian 
Alur penelitian yang dilakukan dalam Tugas Akhir ini 
disajikan dalam Gambar 3.1 berikut ini. 
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Gambar 3.1 Diagram Alur Penelitian 
 
Studi Literatur 
Membandingkan metode-metode 
perhitungan Numerik 
Analisis Hasil Simulasi 
Simulasi 
Menyelesaikan Model dengan 
menggunakan Metode Numerik 
Penarikan Kesimpulan dan 
Pemberian Saran serta 
Penyusunan Laporan 
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BAB IV 
ANALISIS DAN PEMBAHASAN 
Pada bab ini diuraikan tentang model pengeringan suhu 
rendah beserta penyelesaian numeriknya. Dilanjutkan dengan 
perbandingan hasil dari metode-metode numerik yang digunakan 
untuk menyelesaikan model. Langkah awal yang dilakukan 
adalah menyelesaikan model dengan pendekatan beda hingga dan 
mengevaluasi kestabilan dari masing-masing metode. Pada sub 
bab berikutnya, hasil yang diperoleh dari penyelesaian numerik 
disimulasikan menggunakan MATLAB. 
4.1 Model Pengeringan Suhu Rendah 
Pada umumnya zat esensial yang terkandung dalam bahan 
hasil pertanian tidak tahan terhadap suhu tinggi. Untuk 
menghindari kerusakan bahan tersebut pengeringan dengan 
temperatur rendah.  
Pengeringan pada temperatur rendah bertujuan untuk 
mempertahankan zat esensial yang ada pada zat organik terutama 
bahan yang berasal dari hasil pertanian. Hal ini sangat dianjurkan. 
Ada banyak faktor yang mempengaruhi kualitas bahan yang 
dikeringkan. Faktor yang sangat mempengaruhi adalah tinggi 
rendahnya temperatur udara pengering. 
 Model pengeringan biji diformulasikan ke dalam sistem 
persamaan berikut[2] 
  
  
  
   
   
 
   
  
  
       
      
   
  
    (
  
  
)      (   
   
  
) 
dengan 
  : kadar kelembaban biji 
  : kelembaban absolut udara 
   : temperatur biji 
  : area permukaan spesifik bed 
(4.1) 
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   : laju pengeringan 
    : nilai awal kerapatan bahan biji kering terhadap volume bed 
   : laju aliran massa udara 
   : kalor laten desorpsi air 
    : kalor spesifik benda 
    : kalor spesifik udara  
 
Sistem persamaan (4.1) diperoleh melalui perhitungan sebagai 
berikut 
Diberikan persamaan bed pengering dalam kondisi steady 
state[2] 
  
  
  
   
   
 
  
 Kesetimbangan massa uap air dalam udara yang terdapat 
dalam biji diberikan oleh persamaan[2] 
   
  
  
       
 
Sedangkan laju pengeringan dinyatakan dalam[2] 
   
   
  
( 
  
  
) 
dengan: 
   : area permukaan spesifik partikel 
    : nilai awal rasio bahan biji kering terhadap  partikel 
volume 
 
Besarnya nilai awal  kandungan kelembaban dalam biji adalah[2] 
    
   
    
 
dengan 
    : nilai kerapatan bahan biji terhadap volume bed pengering
  
  
(4.2) 
(4.3) 
(4.4) 
(4.5) 
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 Model pengeringan biji dilengkapi dengan persamaan 
keseimbangan energi biji dalam wujud padat[2] 
   
  
 
 
      
         )      ) 
dengan 
   : koefisien transfer kalor antara udara dan biji 
   :  temperatur udara 
 
 Dan persamaan pertukaran udara ke dalam biji-bijian 
adalah[2] 
 
   
       
      )  
  
    
(
   
  
)  
 
       
 
 [            )]    
dengan 
   : nilai kerapatan bahan biji kering 
   : fraksi/nilai awal kekosongan bed pengering 
    : kalor spesifik air dalam wujud uap 
 
 Langkah pertama dalam menurunan model pengeringan suhu 
rendah adalah dengan menyederhanakan Persamaan (4.7). 
sehingga persamaan (4.7) menjadi 
 
   
       
      )  
  
    
(
   
  
)  
 
       
[            )]    
 
    
[(
    
   
      ))    (
   
  
)  (
      
   
      ))]
   
(
    
   
      ))    (
   
  
)  (
      
   
      ))    
(
    
   
      ))  (
      
   
      ))    (
   
  
) 
 
   
[            )           )]    (
   
  
) 
(4.7) 
(4.6) 
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            )           )       (
   
  
) 
         )              )       (
   
  
) 
Dari persamaan (4.6), diperoleh 
   
  
 
 
      
         )      ) 
      
   
  
           )      ) 
      
   
  
                ) 
 
Kemudiandari persamaan (4.3) didapatkan 
      
  
  
 
 
 Dengan mensubstitusikan persamaann (4.9) dan (4.10) ke 
dalam persamaan (4.8) diperoleh 
            )           )       (
   
  
) 
            )  (      
   
  
      )       (
   
  
) 
            )        
   
  
            (
   
  
) 
            )        
   
  
   
  
  
        (
   
  
) 
      
   
  
             )       (
   
  
)    (
  
  
)    
      
   
  
             )       (
   
  
)    (
  
  
)    
 
 Persamaan (4.11) merepresentasikan sistem pengeringan ini 
berada dalam kondisi setimbang termal, dimana temperatur udara 
dan temperatur benda adalah sama. Dengan menerapkan asumsi 
kesetimbangan termal, maka dapat dikatakan bahwa      , 
sehingga        , akibatnya             )    
Sehingga persamaan (4.11) menjadi 
(4.11) 
(4.8) 
(4.9) 
(4.10) 
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     (
  
  
)         (
   
  
) 
      
   
  
    (
  
  
)         (
   
  
) 
 
 Untuk menghitung laju pengeringan (  ) di setiap interval 
waktu dan posisi di bed pengering, diberikan persamaan thin 
layer[2] 
        ) 
(    )     
      ) 
(    )       
Dimana K dan N adalah parameter, yang nilainya: 
                 (
   
 
   ) 
                  
 
 Parameter   dan   berkaitan dengan fungsi laju 
pengeringan     ), oleh karena itu untuk mendapatkan hubungan 
antara     ) dengan parameter   dan  , persamaan (4.13) 
didiferensialkan terhadap  . Dimana 
  
  
 
 (      ) 
(    )    )
  
 
Dimisalkan 
      
dan 
        ) 
   
maka  
  
  
        dan 
  
  
        ) 
   
sehingga didapatkan 
  
  
 
  
  
  
  
 
               ) 
         
                 ) 
       
                 ) 
(    )     
 
 Kemudianpersamaan (4.14) disubtitusikan ke dalam 
(4.12) 
(4.13) 
(4.14) 
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persamaan (4.4), diperoleh 
   
   
  
( 
  
  
) 
       
   
  
 (         ) 
(    )    ) 
       
   
  
        ) 
(    )     
       
   
  
       ) 
    
 
 Kalor pengeringan, direpresentasikan pada pengeringan 
dasar biji-bijian dan udara. Berdasarkan fungsi kadar 
kelembaban(   )) dan kelembaban  )[2], dinyatakan dalam 
persamaan berikut 
              
              
dengan: 
          
          
          
         
 
 Hubungan antara kadar kelembaban dan kelembaban relatif 
udara dalam keadaan setimbang, digunakan modifikasi persamaan 
Chung-Pfost, dengan parameter         [2]. 
    
 
     
  ( 
      )       )
  
) 
Dengan: 
    : kelembaban relatif udara 
          
         
          
 
 Kalor laten yang digunakan untuk menyerap air dalam 
biji   ) dihitung dengan menggunakan persamaan[2] 
(4.11) 
(4.12) 
(4.15) 
(4.16) 
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                     ) 
 Nilai awal dan syarat batas yang diperlukan untuk 
menyelesaikan persamaan ini adalah 
                            
                              
Atau dapat dituliskan 
Nilai Awal 
      )      
     )     
 
Syarat batas 
     )         
      )          
 
Dalam bentuk diskrit, nilai awal dan syarat batas menjadi 
Nilai awal 
          
        
Syarat Batas 
            
              
 
4.2 Penyelesaian Numerik Model Pengeringan Suhu Rendah 
Untuk menyelesaikan model pengeringan suhu rendah, 
diperlukan langkah-langkah sebagai berikut 
1. Mendiskritisasi sistem persamaan menggunakan 
pendekatan metode beda hingga. Dalam hal ini digunakan 
beda maju untuk sumbu , dan beda tengah untuk sumbu   
2. Membentuk Sistem Persamaan linear (SPL), yaitu dengan 
cara memasukkan nilai   dan   ke dalam persamaan yang 
telah didiskritkan. Dengan   dan   masing-masing adalah 
indeks penentuan nilai diskrit dari   dan   
3. Memasukkan nilai awal dan syarat batas 
4. Membuat matriks tridiagonal dari SPL 
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Sebelum mendiskritkan sistem persamaan menggunakan 
beda hingga, terlebih dahulu sistem persamaan disederhanakan 
agar penyelesaiaannya lebih mudah.Untuk menyederhanakan 
sistem persamaan, persamaan kedua, yaitu    
  
  
      , 
disubstitusikan ke persamaan ketiga. Dengan    
  
  
     
     
  
  
     , diperoleh 
 
      
   
  
    (
  
  
)      (   
   
  
) 
                              (   
   
  
) 
 
Setelah disederhanakan, sistem persamaan menjadi 
{
 
 
  
  
  
   
   
      
   
  
          (   
   
  
)
 
 Langkah selanjutnya adalah menyelesaikan model 
pengeringan suhu rendah menggunakan metode numerik. 
 
4.2.1 Metode Beda Hingga Skema Implisit 
  Metode beda hingga skema implisit, mempunyai syarat 
                 . Diskritisasi sistem persamaan menggunakan 
skema implisit adalah 
{
 
  (
           
  
)          
      (
             
  
)        (
                 
  
)            
 
Dengan memasukkan syarat                  , didapatkan 
(4.13) 
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{
 
  (
           
  
)          
      (
             
  
)        (
                 
  
)            
 
  
 Tahap selanjutnya yaitu memasukkan nilai   dan  . 
Diberikan          dan         . Untuk          dan 
         Persamaan    (
           
  
)            menjadi 
 
   (
           
  
)            
           
  
 
         
   
 
            
   
   
         
            
  
   
         
Untuk        
          
  
   
       
     
          
  
   
       
     
          
  
   
       
               
    
          
  
   
      
 
 Untuk        
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 Untuk        
          
  
   
       
     
          
  
   
       
     
          
  
   
       
                
    
          
  
   
      
 
Untuk          
              
  
   
         
Untuk          
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Untuk     ,    
          
  
   
       
     
          
  
   
       
     
          
  
   
       
    
 
    ,       
          
  
   
      
    ,     
          
  
   
        
 
 Terlihat nilai        dapat dihitung dari nilai     , oleh 
karena itu, untuk persamaan    (
           
  
)            tidak 
perlu dibuat SPL dan matriks tridiagonalnya. 
 Dengan cara yang sama, dengan memasukkan nilai 
         dan         ,persamaan yang kedua menjadi 
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        , diperoleh Sistem Persamaan Linear (SPL) sebagai 
berikut 
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 Dengan memasukkan nilai awal dan syarat batas, 
didapatkan  matriks tridiagonal untuk SPL di atas 
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 Setelah diperoleh matriks tridiagonal, nilai       dapat 
dicari, yaitu     
   , dengan  
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4.2.2 Metode Beda Hingga Skema Eksplisit 
 Metode beda hingga skema implisit, mempunyai syarat  
             . Diskritisasi sistem persamaan menggunakan skema 
implisit adalah 
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 Tahap selanjutnya yaitu memasukkan nilai   dan  . 
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 Terlihat nilai        dapat dihitung dari nilai     , oleh 
karena itu, untuk persamaan    (
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perlu dibuat SPL dan matriks tridiagonalnya.           
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        , diperoleh Sistem Persamaan Linear (SPL) sebagai 
berikut 
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 Dengan memasukkan nilai awal dan syarat batas, 
didapatkan  matriks tridiagonal untuk SPL di atas         
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 Setelah diperoleh matriks tridiagonal, nilai       dapat 
dicari, yaitu     
   , dengan 
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4.2.3 Method of Lines (MOL) 
   Method of Lines (MOL), mempunyai syarat  
         . Diskritisasi sistem persamaan menggunakan MOL 
adalah 
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Seperti yang telah diuraikan di BAB II, diskritisasi PDP 
menggunakan MOL, menghasilkan sebanyak   Persamaan 
Diferensial Biasa (PDB). Jika diberikan         , maka 
sistem persamaan mempunyai penyelesaian numerik sebanyak  . 
Sesuai dengan uraian di BAB II, penyelesaian model pengeringan 
suhu rendah menggunakan MOL adalah sebagai berikut. Untuk 
persamaan pertama yaitu 
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Setelah diperoleh matriks tridiagonal, nilai       dapat dicari, yaitu 
    
   , dengan 
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4.3 Simulasi Numerik 
Untuk mensimulasikan hasil yang didapatkan dari sub bab 
sebelumnya, terlebih dahulu dihitung nilai-nilai parameter yang 
digunakan sebagai nilai input di dalam MATLAB. Berikut adalah 
nilai parameter yang sudah diketahui. 
Tabel 4.1Parameter dan nilainya 
Parameter Nilai 
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Selanjutnya akan dihitung nilai    . Diberikan persamaan 
    
   
    
 
       
   
     
 
       
   
   
 
            
 
Kemudian dicari nilai   , dimana
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Selanjutnya adalah menghitung nilai eksak  ,dimana 
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(    )     
K dan N adalah parameter, yang nilainya 
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                     ) 
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 Perhitungan nilai       tergantung dengan perubahan nilai   
di setiap interval waktu. Dimana 
      
dan  
      
   
   
  
       ) 
    
Dengan menggunakan nilai  , dihitung nilai   . 
        ) 
             ) 
           
        m
2m-3 
 Karena nilai       hanya tergantung dengan perubahan 
nilai   maka untuk          adalah sama. Dengan kata lain 
                          
Diberikan          . Nilai       di setiap interval waktu, 
disajikan dalam tabel berikut 
Tabel 4.2Nilai       untuk         
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Untuk       , diperoleh 
                           
                           
                           
                           
 
Tabel 4.3Nilai       untuk          
             
   
     
              
               
                
             
Untuk        , diperoleh 
                           
                           
                           
                           
 
Tabel 4.4Nilai       untuk           
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 Nilai     bergantung dengan nilai   di setiap interval 
waktu, dimana 
        ) 
(    )     
Dan  
              
          
         
Nilai     di tiap-tiap interval waktu adalah sebagai berikut 
Tabel 4.5Nilai     untuk        
             
 
    
 
                       
                     
                       
 
Tabel 4.6Nilai     untuk         
             
 
     
 
                        
                       
                        
 
Tabel 4.7Nilai     untuk          
             
 
      
 
                         
                        
                         
 
untuk menghitung nilai    digunakan persamaan 
              
Dengan  
          
 
         
Diperoleh nilai                    ) 
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Menghitung nilai    menggunakan persamaan 
            
                     ) 
                                    ) 
                                  ) 
                                 ) 
                                 ) 
                     J kg-1 
 
 Setelah menghitung nilai parameter, selanjutnya adalah 
membentuk grid berdasarkan nilai    dan    yang diberikan. 
Diberikan 
                 
        ,          
        ,           
 
Dengan 
       (meter) 
      (jam) 
 
Berikut adalah grid untuk masing-masing nilai    dan   . 
 
Gambar 4.1 Grid untuk        ,        
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Untuk        ,       , terdapat 16 titik yang 
dihitung. Dengan nilai awal dan syarat batas yang ditentukan, titik 
yang dihitung berjumlah 9 titik. Nilai           dan          . 
 
 
Gambar 4.2 Grid untuk        ,         
 
Untuk        ,        , terdapat 49 titik yang 
dihitung. Dengan nilai awal dan syarat batas yang ditentukan, titik 
yang dihitung berjumlah 36 titik. Dengan              dan 
            . 
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Gambar 4.3 Grid untuk        ,          
 
Untuk        ,         , terdapat 169 titik yang 
dihitung. Dengan nilai awal dan syarat batas yang ditentukan, titik 
yang dihitung berjumlah 144 titik. Dengan               dan 
             . 
 Hasil simulasi menggunakan MATLAB, nilai kadar 
kelembaban biji   di setiap    dan    yang diberikan adalah 
sebagai berikut 
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Tabel 4.8Nilai  Analitik dengan        ,        
 kadar kelembaban biji    ) 
    
       
    
       
    
       
    
      
                          
    
    
                            
    
      
                          
 
Tabel 4.9Nilai   menggunakan metode beda hingga skema 
Implisit dengan        ,        
 kadar kelembaban biji    ) 
    
       
    
       
    
       
    
      
                        
    
    
                         
    
      
                          
 
Tabel 4.10Nilai menggunakan metode beda hingga skema 
Eksplisit dengan        ,        
 kadar kelembaban biji    ) 
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Tabel 4.11Nilai  menggunakan MOL dengan        , 
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Tabel 4.13Nilai   menggunakan metode beda hingga skema 
Implisit dengan        ,         
 kadar kelembaban biji    ) 
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Tabel 4.14Nilai menggunakan metode beda hingga skema 
Eksplisit dengan        ,         
 kadar kelembaban biji    ) 
    
       
    
       
    
       
    
       
    
       
    
       
    
       
                                                
    
      
                                               
    
       
                                                
    
      
                                                
    
       
                                                
    
      
                                                
 
Tabel 4.15Nilai menggunakan MOL dengan        , 
        
 Kadar Kelembaban Biji   ) 
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Tabel 4.16Nilai   dengan        ,          Analitik 
 
  
    
        
    
       
    
        
    
      
    
        
    
       
    
        
    
    
    
        
     
       
     
        
     
      
                                                                                  
        
 
        
 
Tabel 4.17Nilai   dengan        ,          menggunakan metode beda hingga skema Implisit 
 
Kadar Kelembaban 
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Tabel 4.18 Nilai   dengan        ,          menggunakan metode beda hingga skema Eksplisit 
 Kadar Kelembaban 
 
    
       
    
       
    
       
    
       
    
       
    
       
    
       
    
       
    
       
     
       
     
       
     
       
    
        0.19365 0.19333 0.19311 0.19294 0.19279 0.19266 0.19365 0.19349 0.19336 0.19325 0.19316 0.19307 
    
       0.19365 0.19357 0.1935 0.19344 0.19338 0.19332 0.19254 0.19244 0.19234 0.19225 0.19217 0.19209 
    
        0.19254 0.19244 0.19234 0.19225 0.19223 0.19221 0.19219 0.19215 0.19212 0.19209 0.19204 0.192 
    
      0.19299 0.19292 0.19285 0.19278 0.19272 0.19266 0.19332 0.19327 0.19322 0.19318 0.19313 0.19309 
    
        0.19327 0.19322 0.19318 0.19313 0.19309 0.19305 0.19301 0.19298 0.19294 0.19291 0.19284 0.19281 
    
       0.19261 0.19255 0.1925 0.19245 0.19241 0.19236 0.19264 0.19261 0.19258 0.19256 0.19253 0.19251 
    
        0.19301 0.19298 0.19294 0.19291 0.19287 0.19284 0.19281 0.19278 0.19275 0.19272 0.19269 0.19266 
    
    0.19235 0.19232 0.19233 0.19231 0.19229 0.19227 0.19225 0.19223 0.19221 0.19219 0.19215 0.19212 
    
        0.19281 0.19278 0.19275 0.19272 0.19269 0.19266 0.19264 0.19261 0.19258 0.19256 0.19253 0.19251 
     
       0.19264 0.19261 0.19258 0.19256 0.19253 0.19251 0.19249 0.19249 0.19246 0.19244 0.19242 0.19237 
     
        0.19249 0.19246 0.19244 0.19242 0.19239 0.19237 0.19235 0.19233 0.19231 0.19229 0.19227 0.19225 
     
      0.19235 0.19316 0.19307 0.19299 0.19292 0.19285 0.19278 0.19272 0.19266 0.19254 0.19244 0.19234 
 
Tabel 4.19 Nilai   dengan        ,          menggunakan MOL 
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Sedangkan nilai temperatur menggunakan matode beda 
hingga Implisit, Eksplisit dan MOL di masing-masing titik 
diberikan dalam tabel berikut 
Tabel 4.20Nilai temperatur    )dengan        ,        
menggunakan metode beda hingga skema Implisit 
 Temperatur    ) 
    
       
    
       
    
       
    
      
               
 
        
    
    
                       
    
      
                       
 
Tabel 4.21Nilai temperatur    )dengan        ,        
menggunakan metode beda hingga skema Eksplisit 
 Temperatur    ) 
    
       
    
       
    
       
    
      
                      
    
    
                          
    
      
                          
 
Tabel 4.22Nilai temperatur     )menggunakan MOL dengan 
       ,        
 Temperatur    ) 
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Tabel 4.23Nilai temperatur    )dengan        ,         
menggunakan metode beda hingga skema Implisit 
 Temperatur    ) 
    
       
    
       
    
       
    
       
    
       
    
       
    
       
                                                
    
      
                                                 
    
       
                                                 
    
      
                                                  
    
       
                                               
    
      
                                                 
 
Tabel 4.24Nilai temperatur dengan   )       ,         
menggunakan metode beda hingga skema Eksplisit 
 Temperatur    ) 
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Tabel 4.25Nilai temperatur    )dengan        ,         
menggunakan MOL 
 Temperatur    ) 
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Tabel 4.26 Nilai temperatur    )dengan        ,          menggunakan metode beda hingga skema Implisit 
 
Temperatur   ) 
    
       
    
       
    
       
    
       
    
       
    
       
    
       
    
       
    
       
     
      
     
       
     
       
    
        
                                                                                            
    
       
                                                                                               
    
        
                                                                                              
    
      
                                                                                               
    
        
                                                                                              
    
       
                                                                                             
    
        
                                                                                              
    
    
                                                                                            
    
        
                                                                                              
     
       
                                                                                             
     
        
                                                                                              
     
      
                                                                                              
 
Tabel 4.27 Nilai temperatur    )dengan        ,          menggunakan metode beda hingga skema Eksplisit 
 
Temperatur   ) 
    
 
      
    
       
    
       
    
       
    
       
    
       
    
       
    
       
    
       
     
      
     
       
     
       
    
        
                                                           
        
                      
    
       
                                                                                       
    
        
                                                                                      
68 
 
 
 
    
      
                                                                                         
    
        
                                                                                   
    
       
                                                                                 
    
        
                                                                                         
    
    
                                                                                         
    
        
                                                                                   
     
       
                                                                                 
     
        
                                                                                   
     
      
                                                                                         
 
Tabel4.28 Nilai temperatur   )dengan        ,          menggunakan MOL 
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Setelah diperoleh nilai   dan   , kemudian dibuat 
grafiknya. Untuk melihat selisih nilai eksak dan nilai perhitungan 
numerik, maka grafik yang dibuat adalah grafik nilai   di setiap 
   dan    yang diberikan. 
 
Simulasi 1 
Ketika       , nilai kadar kelembaban biji ( ) diberikan 
dalam kurva berikut 
 
 
Gambar 4.4 Nilai   ketika        
 
 Nampak bahwa selisih antara nilai   analitik dan   MOL 
adalah yang terkecil jika dibandingkan dengan metode beda 
hingga skema Implisit dan Eksplisit. 
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Simulasi 2 
Ketika        , nilai kadar kelembaban biji ( ) diberikan 
dalam kurva berikut 
 
 
Gambar 4.5 Nilai   ketika         
 
 Nampak bahwa untuk        , selisih antara nilai 
kelembaban biji   analitik dan   perhitungan MOL (galat) lebih 
kecil jika dibandingkan dengan        
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Simulasi 3 
Ketika         , nilai kadar kelembaban biji ( ) 
diberikan dalam kurva berikut 
 
 
Gambar 4.6 Nilai   ketika          
  
 Nampak bahwa untuk        , selisih antara nilai 
kelembaban biji   analitik dan   perhitungan MOL (galat) lebih 
kecil jika dibandingkan dengan         dan       . 
 
4.4 Uji Kestabilan 
 Untuk menguji kestabilan metode beda hingga skema 
implisit, eksplisit, dan MOL digunakan kriteria kestabilan von 
Neumann.  
 
4.4.1 Metode beda hingga skema Implisit 
 Kestabilan metode beda hingga skema Implisit adalah 
sebagai berikut 
0.5 0.625 0.75 0.875 1 1.125 1.25 1.375 1.5
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Persamaan di atas diubah ke dalam bentuk 
          
  
   
        
Kemudian disubstitusikn      
     , nilai 
  
   
        
dianggap 0, sehingga persamaan (4.14) menjadi 
                
 Kemudian kedua ruas dibagi dengan        diperoleh 
   , maka persamaan (4.14) dapat dikatakan Stabil. 
 
Selanjutnya adalah uji kestabilan persamaan kedua. 
      (
             
  
)
       (
                 
  
)             
Persamaan di atas diubah ke dalam bentuk 
 
      (
           
  
)        (
               
  
) 
            
 
Dimisalkan : 
      
  
  , 
       
  
  , dan            dianggap 
nol. Kemudian disubstitusikan       
     , maka diperoleh 
persamaan 
 (               )   (                    ),  
 
 
kedua ruas dibagi dengan       , didapatkan 
(4.14) 
(4.16) 
(4.15) 
(4.17) 
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  +          =1 
 (         )    
  
 
          )
 
  
 
(          ))
 
Metode beda hingga skema Implisit akan stabil jika memenuhi 
kondisi  
 
(   (      ))
  , dimana   
      
  
 dan   
       
  
 
 
(          ))
   
 
      
  
 
      
  
     
      
  
   
 
      
  
 
     (      )
  
   
    
                       )
   
dimisalkan:          dan      ( 
     )   , maka 
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Dengan kata lain, persamaan (4.16) akan stabil jika 
memenuhi kondisi 
    
       
   
 
4.4.2 Metode beda hingga skema Eksplisit 
Sedangkan uji kestabilan metode beda hingga skema 
Eksplisit, adalah 
            
  
   
         
Persamaan diubah ke dalam bentuk 
          
  
   
        
Kemudian disubstitusikan      
     , nilai 
  
   
        
dianggap 0, sehingga persamaan (4.18) menjadi 
                 
Kemudian kedua ruas dibagi dengan        diperoleh    , 
maka persamaan (4.18) dapat dikatakan stabil. 
Selanjutnya adalah uji kestabilan persamaan kedua. 
      (
             
  
)                 (
             
  
)  
Persamaan dia atas diubah ke dalam bentuk 
      (
           
  
)            
      (
           
  
) 
 
(4.18) 
(4.19) 
(4.20) 
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dimisalkan : 
      
  
  , 
       
  
  , dan            dianggap 
nol. Disubstitusikan       
     , maka diperoleh persamaan 
 (               )   (                ).  
Kemudian kedua ruas dibagi dengan       , didapat 
            
            
  
        
 
 
Persamaan (4.20) akan stabil jika 
        
 
  , dimana   
      
  
 dan   
       
  
. Faktor amplifikasi    , dengan kata 
lain 
        
 
   
  
      
  
     
      
  
   
            
   
  
      
  
   
  (      )      
  
      
  
   
  (      )       
      
  
  
   
Dimisalkan:
  (      )      
      
  , maka persamaan (4.20) akan 
memenuhi kriteria stabil jika   
  
  
   
(4.21) 
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4.4.3 Method of Lines (MOL) 
Untuk menguji kestabilan Method of Lines, pada 
persamaan pertama disubstitusikan      
   . Persamaan 
        
  
   
     terlebih dahulu diubah ke dalam bentuk 
        
  
   
     
 Nilai 
  
   
     dapat diabaikan sehingga persamaan 
menjadi 
        )        
Kemudian kedua ruas dibagi dengan      . Sehingga 
diperoleh       . Dengan cara yang sama, untuk kestabilan 
persamaan    dengan diskritisasi menggunakan MOL, kestabilan 
yang sama. Dengan kata lain, MOL selalu stabil karena tidak 
tergantung nilai    dan   . 
4.5 Studi Perbandingan Metode Numerik 
 Berdasarkan hasil perhitungan yang didapat, serta uji 
kestabilan yang diterapkan pada masing-masing metode, 
diperoleh hasil perbandingan antara tiga metode. Berikut adalah 
hasil dari membandingkan ketiga metode. 
Tabel 4.29 Perbandingan Metode Numerik 
Metode Indikator pembanding 
kestabilan galat 
Beda Hingga Implisit stabil jika memenuhi 
kondisi 
    
       
   
 
Titik di posisi   
dan di waktu  , 
galat potongan 
berubah-ubah 
Beda Hingga Eksplisit stabil jika  memenuhi 
kondisi  
  
  
   
 
Titik di posisi   
dan di waktu  , 
galat potongan 
berubah-ubah 
Method of Selalu stabil dengan Untuk      
(4.22) 
(4.23) 
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LinesMethod of 
Lines(MOL) 
     , dimana 
kestabilan tidak 
tergantung besarnya 
   dan    
dan     , 
galat yang 
dihasilkan 
semakin kecil 
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BAB V 
PENUTUP 
 
Pada bab ini, diberikan kesimpulan dari hasil yang telah 
didapatkan setelah melakukan analisis mengenai penyelesaian 
numerik model, simulasi numerik, uji kestabilan dan studi 
perbandingan metode. Selain itu, memberikan saran pada 
pembahasan yang telah dilakukan untuk dikaji dengan lebih 
mendalam. 
 
5.1 Kesimpulan 
Berdasarkan  hasil perhitungan numerik dan uji kestabilan 
pada model pengeringan suhu rendah yang dikaji pada bab 
sebelumnya, dapat diperoleh kesimpulan sebagai berikut 
1. Penyelesaian model menggunakan metode beda hingga 
skema implisit adalah 
            
  
   
         
dan matriks tridiagonal          
[
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Diperoleh nilai        
   , dimana 
  
[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
      
  
(
      
  
 
     
  
)        
  
      
  
(
      
  
 
     
  
)       
   
      
  
(
      
  
 
     
  
)      
         
  
     
  
  
      
  
(
      
  
 
     
  
)     
   
     
  
  
      
  
(
      
  
 
     
  
)    
      
      
  
   
         
     
     
  
  
      
  
     (
      
  
 
     
  
)  
      
     
  
  
      
  
(
      
  
 
     
  
)
         
      
  
         ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
81 
 
 
 
dan   
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2. Penyelesaian model menggunakan metode beda hingga 
skema eksplisit adalah 
            
  
   
(      ) 
dan matriks tridiagonal          
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Diperoleh nilai        
   , dimana 
  
[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 (
     
  
 
      
  
)
      
  
       
 (
     
  
 
      
  
)
      
  
      
  (
     
  
 
      
  
)       
         
 
     
  
  (
     
  
 
      
  
)
      
  
    
  
     
  
  (
     
  
 
      
  
)
      
  
   
   
     
  
  (
     
  
 
      
  
)    
         
    
     
  
  (
     
  
 
      
  
)
      
  
 
     
     
  
  (
     
  
 
      
  
)
      
  
      
     
  
  (
     
  
 
      
  
) ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
     
     
     
 
      
    
     
     
     
 
      
    
     
     
     
 
      
    ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
83 
 
 
 
Dan   
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3. Penyelesaian model menggunakan Method of Lines (MOL) 
adalah 
        
  
   
     
dan matriks tridiagonal          
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Diperoleh nilai        
   , dimana 
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dan   
[
 
 
 
 
 
 
       
       
       
 
         
       ]
 
 
 
 
 
 
 
4. Metode beda hingga skema implisit stabil jika memenuhi 
kondisi 
    
       
   
5. Metode beda hingga skema eksplisit stabil jika memenuhi 
kondisi  
  
  
   
6. Method of Lines (MOL) selalu stabil dengan      , 
dimana kestabilan tidak bergantung pada nilai    dan    
yang diberikan. 
7. Galat potongan  yang dihasilkan dari perhitungan numerik 
menggunakan metode beda hingga skema Implisit dan 
Eksplisit di posisi   dan di waktu   berubah-ubah. 
8. Untuk      dan     , galat yang dihasilkan dari 
perhitungan menggunakan MOL semakin kecil 
9. Dari hasil perhitungan dan uji kestabilan, diperoleh hasil 
Method of Lines (MOL) merupakan metode terbaik jika 
dibandingkan dengan metode beda hingga skema Implisit 
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dan Eksplisit dalam menyelesaikan model pengeringan 
suhu rendah dengan pengambilan         ,          
dan         , serta        ,          dan     
     . 
 
5.2 Saran 
Pada Tugas Akhir ini tidak dibahas mengenai konvergensi 
dan konsistensi metode. Untuk selanjutnya dapat dilakukan 
perbandingan dengan menggunakan metode lain, serta dapat juga 
dilakukan uji konsistensi dan konvergensi. 
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LAMPIRAN 
 
LISTING PROGRAM 
%% Input Data Awal 
Waktu_Awal = input('Masukkan Waktu Awal = '); 
Waktu_Akhir = input('Masukkan Waktu Akhir = '); 
delta_t = input('Masukkan Perubahan Waktu (delta t) = ');   
Panjang_Awal = input('Masukkan Panjang Awal = '); 
Panjang_Akhir = input('Masukkan Panjang Akhir = '); 
delta_z = input('Masukkan Perubahan Panjang (delta z) = '); 
k3 = 0; 
for k2=1:length(delta_z) 
z = []; 
z = Panjang_Awal:delta_z(k2):Panjang_Akhir; 
for k1=1:length(delta_t) 
t = []; 
t = Waktu_Awal:delta_t(k1):Waktu_Akhir; 
disp(' '); 
a=1132; 
ap=2264; 
pbo=3750; 
Ga=0.03; 
rha=0.6; 
Xo=0.2; 
Y=0.0088; 
Tao=20; 
pso=730; 
phb=750; 
eps=0.5; 
C1=486.1; C2=56.98; C3=0.1807; 
Cpss = 1465; 
Cpw=3560; 
Cpas = 1008; 
Cpv = 1883; 
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Cpa = Cpas+Cpv*Y; 
Xe = -(1/(100*C3))*log(-(log(0.6)*(Tao+C2))/486.1); 
K = -0.0347+0.00287*(((9*Tao)/5)+32); 
N=0.54+0.00324*rha; 
Lg=2503000-2386*(Tao-273.16); 
for j=1:length(t) 
X_Analitik(k1,j)=(Xo-Xe)*exp(-K*(t(j))^N)+Xe;%D 
nw(k1,j)=(pso/ap)*K*N*((X_Analitik(k1,j)-Xe)*t(j)^(N-1)); 
Cps(k1,j) = Cpss+Cpw*X_Analitik(k1,j); 
end 
X_Analitik 
X_Implisit(k1,1) = X_Analitik(k1,1); 
for j=1:length(t)-1 
X_Implisit(k1,j+1) = X_Implisit(k1,j)-
((delta_t(k1)/pbo))*(nw(k1,j+1)*a); 
end 
X_Implisit 
k=2; 
disp('Hasil Ts Implisit'); 
a11 = []; b11 = []; B11 = []; 
for j=1:length(t) 
a11(j) = pbo*Cps(k1,j)/delta_t(k1); 
b11(j) = Ga*Cpa/delta_z(k2); 
B11(j) = -a*Lg*nw(k1,j); 
end 
a21 = []; b21 = []; B1 = []; b31 = []; 
for d=1:length(delta_t) 
a21 = [a21 a11]; 
b21 = [b21 (a11(2:length(t))+b11(2:length(t))) 0]; 
B1 = [B1; B11']; 
if d>1 
b31 = [b31 0 -b11(2:length(t))]; 
end 
end 
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a21; 
b21; 
b31;     
A1 = []; Ts_Implisit = []; 
A1 = diag(-a21,0) + diag(b21(1:length(b21)-1),1)+ diag([b31 0],-
(length(t)-1)); 
B1;   
 disp(['Ketika Waktu ',num2str(Waktu_Awal+delta_t(k1)),' jam 
pada panjang ', num2str(Panjang_Awal+delta_z(k2)),' m']); 
Ts_Implisit = inv(A1)*B1 
Ts1 = []; 
for d=1:length(delta_t) 
Ts1 = [Ts1; Ts_Implisit(1:length(t))']; 
end      
X_Eksplisit(k1,1) = X_Analitik(k1,1); 
for j=1:length(t)-1 
X_Eksplisit(k1,j+1) = X_Eksplisit(k1,j)-
((delta_t(k1)/pbo))*(nw(k1,j)*a); 
end 
X_Eksplisit 
disp('Hasil Ts Eksplisit'); 
a12 = []; b12 = []; B12 = []; 
for j=1:length(t) 
a12(j) = pbo*Cps(k1,j)/delta_t(k1); 
b12(j) = Ga*Cpa/delta_z(k2); 
B12(j) = -a*Lg*nw(k1,j); 
end 
a22 = []; b22 = []; B2 = []; b32 = []; 
for d=1:length(delta_t) 
a22 = [a22 a12(2:length(t)) 0]; 
b22 = [b22 (b12-a12)]; 
B2 = [B2; B12']; 
if d>1 
b32 = [b32 -b12]; 
end 
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end 
A2 = []; Ts_Eksplisit = []; 
A2 = diag(b22,0) + diag((a22(1:length(a22)-1)),1)+ diag(b32,-
length(t)); 
B2;   
disp(['Ketika Waktu ',num2str(Waktu_Awal+delta_t(k1)),' jam 
pada panjang ',... 
num2str(Panjang_Awal+delta_z(k2)),' m']); 
Ts_Eksplisit = inv(A2)*B2 
Ts2 = []; 
for d=1:length(delta_t) 
Ts2 = [Ts2; Ts_Eksplisit(1:length(t))']; 
end 
X_Garis(k1,1) = X_Analitik(k1,1); disp('X garis'); 
for j=1:length(t)-1 
X_Garis(k1,j+1) = X_Garis(k1,j) - 
((delta_t(k1)/pbo))*(nw(k1,j)*a); 
end 
X_Garis 
disp('Hasil Ts Eksplisit'); 
a13 = []; b13 = []; B13 = []; 
for j=1:length(t) 
a13(j) = pbo*Cps(k1,j)/delta_t(k1); 
b13(j) = Ga*Cpa/delta_z(k2); 
B13(j) = -a*Lg*nw(k1,j); 
end 
Ts_Garis = []; 
Ts_Garis = 0*ones(1,2); k=0;% k1=1; 
for j=1:(length(t)-2)+2*length(t) 
if k<length(t) 
k = k+1; 
Ts_Garis(j+2) = ((a12(k)+b13(k))*Ts_Garis(j+1) +... 
b13(k)*Ts_Garis(j)+B13(k))/a13(k); 
else 
k = 1; 
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Ts_Garis(j+2) = ((a12(k)+b13(k))*Ts_Garis(j+1) +... 
b13(k)*Ts_Garis(j)+B13(k))/a13(k); 
end 
end 
Ts_Garis = Ts_Garis'; 
Ts3 = []; 
for d=1:length(delta_t) 
Ts3 = [Ts3; Ts_Garis(1:length(t))']; 
end 
disp(['Ketika Waktu ',num2str(Waktu_Awal+delta_t(k1)),' jam 
pada panjang ',... 
num2str(Panjang_Awal+delta_z(k2)),' m']); 
Ts_Garis 
t 
for i=1:length(t) 
Waktu(i) = {num2str(t(i))}; 
{sprintf('%f',t(i))}; 
end 
Waktu 
k3 = k3+1; 
figure(k3); 
plot(X_Analitik(k1,:),'r--','LineWidth',2); 
hold on; 
plot(X_Implisit(k1,:),'b+','LineWidth',2); 
plot(X_Eksplisit(k1,:),'k--','LineWidth',2); 
plot(X_Garis(k1,:),'c:','LineWidth',2); 
xlabel('Waktu (jam)'); 
ylabel('X'); 
set(gca,'XTick',1:length(t)); 
set(gca,'XTickLabel',Waktu); 
legend('Analitik','Implisit','Eksplisit','Garis'); 
k3 = k3+1; 
figure(k3); 
plot(Ts1(k1,:),'b+','LineWidth',2); 
hold on; 
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plot(Ts2(k1,:),'k--','LineWidth',2); 
plot(Ts3(k1,:),'c:','LineWidth',2); 
title(['Plot Grafik Ts untuk \Delta t = ',num2str(delta_t(k1)),... 
\Delta z = ',num2str(delta_z(k2))],'fontweight','b'); 
xlabel('Waktu (jam)'); 
ylabel('Ts'); 
set(gca,'XTick',1:length(t)); 
set(gca,'XTickLabel',Waktu); 
legend('Implisit','Eksplisit','Garis'); 
end 
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